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Ripsov kompleks in vztrajna homologija:

Naj bo X metri¢ni prostor in S C X podmnozica. Pri izbranem parametru r > 0 je Ripsov
kompleks Rips(S,r) abstraktni simplicialni kompleks definiran z:

1. S je mnozica tock,
2. 0 C S je simpleks natanko takrat, ko je Diam(o) < 7.

Ripsova filtracija prostora S je kolekcija abstraktnih simplicialnih kompleksov { Rips(S, ) }r>o
skupaj z inkluzijami:
iy @ Rips(S,1m1) — Rips(S,ra) za ry < ra.

Z uporabo homologije H, s koeficienti v F' na Ripsovi filtraciji dobimo vztrajno ho-
mologijo, ki jo sestavljajo homoloske grupe {H,(Rips(X,7); G)},>o in inducirani homomor-

ﬁZmi {(7;57t)*}5§t.

Cilj:

Naj bo (X, d) kompakten metri¢ni prostor. Pokazali smo, da je vsako zmanjSanje ni¢dimen-
zionalne vztrajnosti in vsako povecanje enodimenzionalne vztrajnosti povzroceno z lokalnimi
minimumi funkcije razdalje d.

Ce ima d samo kon¢no mnogo lokalnih minimumov, smo dokazali, da je vsaka taksna spre-
memba vztajnosti porojena s posebno kritiéno povezavo v Ripsovem kompleksu, ki je hkrati
tudi lokalni minimum funkcije d.

Potrebne definicje za nase rezultate:

Pojavno kriticna vrednost:

realna vrednost a > 0 je pojavno regularna vrednost H,, ce obstaja € > 0 tako da za vse
s,t € (a—e,a+¢)N[0,00), s < t, je preslikava (is;)* surjektivna in je pojavno kriticna
vrednost, ¢e ni pojavno regularna vrednost.

Ponorno kriticna vrednost:
realna vrednost a > 0 je ponorna regularna vrednost H,, ce obstaja € > 0 tako, da za vse
s,t € (a—e,a+¢€)N[0,00), s < t, je preslikava (is,)* injektivna. Realna vrednost je ponorna
kriti¢na, ¢e ni ponorna regularna.

Konc¢no strogo p-zaporedje:
naj bo p > 0. Konc¢no strogo p-zaporedje med tockama z,y € X je zaporedje x =
T1,Ta,...,x, =y tock v X, tako da je d(z;, xj41) < p.
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Ekvivalenc¢na relacija:
naj bo X kompakten metri¢ni prostor in r > 0. Definiramo ekvivalenc¢no relacijo ~, na X z
x ~py < [z] = [y] € Hy(Rips(X,r)). To je enakovredno: = ~, y, Ce obstaja kon¢no strogo
r-zaporedje med njima.

Spust na:
naj bo (X,d) kompakten metri¢en prostor, r > 0, z,y € X in d(z,y) < r. Pravimo,
da se (x,y) v-spusti na (2',y), ¢e obstaja koncno v-zaporedje x = z1,29,...,2, = 2’ in

Y =1Y1,Y2,-.., Y, =y tako, da za vsak j velja d(z;,y;) < d(z,y).

Lema o spustu:

Naj bo (X, d) kompakten metricnem prostor in r > 0.
Ce je ¢ > 0 edini lokalni minimum funkcije razdalje d na intervalu [c,r), potem:

(a) Vsak par tock x,y € X z d(x,y) < r, se spusti na par tock (2/,4’) na razdalji najvec c.

(b) Za vsak 1-cikel a v Rips(X,r) obstaja kon¢ni c-cikel o/ v X tako, da [¢/] = [o] €
Hi(Rips(X,r)).

(c) Za vsako bazno simplicialno zanko a v Rips(X,r) obstaja bazna simplicialna zanka o/
v Rips(X,c), tako da je o/ homotopsko ekvivalentna z o v Rips(X,r).

Izrek:

Naj bo (X, e) bazen prostor, ki je kompakten in enostavno povezan do R > 0. Pred-
postavimo, da je LocMin(d) koncen. Ce je M, koncen za vsak ¢ > 0, potem za vsak r > 0
velja:
mygs(Hi(Rips(X,r))) < mgs(H1(X)) + > |M.| < o0.
c<r

Velja Se: ¢e so Ay, Ag, ..., A, s potmi povezane komponente z; € A;, potem za vsak r > 0:

MGS(Rips(X,r)) < MGS(X) + ) [M,| < oc.

c<r

Kjer je: M. := {(x,y) € X,|,d(z,y) = ¢, dima lokalni minimum pri (z,y)} (mnozica
parov, pri kateri ima d lokalni minimum pri d(z,y) = c.
mgs je mo¢ najmanjse mnozice generatorjev grupe G in MGS(X) = >°72; mgs(mi(A;, ;).
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